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Füinleitung- 


Die folgenden Konstruktionen schliessen sich eng an die Mac-Laurin’sche Erzeugungs- 
weise der Kegelschnitte an. Genau wie bei ihr die Punkte der zu zeichnenden Kurve zweiter 
Ordnung den Punkten einer jeden der beiden gegebenen Geraden zugeordnet werden, so werden 
bei den gegenwärtigen Zeichnungen die Punkte einer rationalen Kurve dritter Ordnung auf die 
eines festen Kegelschnittes bezogen. Man erhält aus der Mac-Laurin’schen Konstruktion die hier 
benutzte, indem man statt einer der beiden gegebenen Geraden einen Kegelschnitt setzt, der aller- 
dings keine ganz beliebige Lage haben darf. 

Man hätte, ebenfalls von der erwähnten Konstruktion ausgehend, die rationalen Kurven 
dritter Ordnung auch noch in wesentlich anderer Art zeichnen können, indem man statt des 
Strahlenbüschels, auf dessen Strahlen die Punkte des zu zeichnenden Kegelschnittes nicht selbst 
liegen, eine Enveloppe zweiter Klasse gesetzt hätte, die auch gegen die beiden gegebenen Geraden 
und Punkte eine bestimmte Lage haben muss. _ Es lassen sich in diesem Falle sehr einfache 
Resultate erzielen, wenn die Enveloppe als negative Fusspunktskurve einer Geraden oder eines 


‚Kreises aufgefasst wird. 


Die quadratische Verwandtschaft, auf die sich die folgenden Konstruktionen stützen, 
gestattet uns, zu dem Punkte P, der in Bezug auf ein festes Dreieck O0, 0,0; die Koordinaten 
%,%,%; hat, den Punkt P‘ zu finden, der in Bezug auf ein anderes Dreieck 0',0',0‘, (das 
in bestimmter Weise von 0, 0,0; abhängig ist) die Koordinaten a u = besitzt. 

Um also aus der Gleichung eines Ortes für P diejenige des Ortes für P‘ zu erhalten, 
hat man statt der Koordinaten von P ihre reciproken Werte zu setzen und die neue Gleichung 
für das Dreieck O0',0'0‘, zu diskutieren. 

Die rationalen Kurven dritter Ordnung hätten sich auch mit Hilfe eines Kegelschnittes 
auf zwei andere Weisen konstruieren lassen, die in inniger Beziehung zu der hier angewandten 
graphischen Darstellung stehen. Man hätte die von Steiner aufgestellte quadratische Verwandt- 
schaft*) und die Konstruktion benutzen können, welche Herr Prof. Dr. Brill**) zur Erzeugung 
der Kurven vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten anwendet. 

Bei der ersten Methode wird zweimal die Aufsuchung eines vierten harmonischen Strahles 
gefordert zur Ermittelung eines Paares von zugeordneten Punkten. Der Kegelschnitt und die 
Kurve dritter Ordnung sind auf dasselbe Dreieck bezogen, aber man erzielt analytisch höchst 
übersichtliche Resultate, wie aus Duröge, „Die ebenen Kurven dritter Ordnung“ ersichtlich ist. 


*) Steiner, System. Entwickelungen. Berlin 1832, S. 254 u. fl. 
**) Math. Annalen. Bd. 12, S. 119, $ 9. 
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"und dessen höhere Plankurven, 1. Auflage, Art. 284, S. 316 zu Rate "ziehen kann. en = 
zwei Kreise zieht, welche Ecken des Fundamentaldreiecks zu Mittelpunkten haben, im | 


keine erheblichen Schwierigkeiten, nachdem die passenden Koordinatendreiecke Berundaı sind, 
welche die ursprüngliche und die abgeleitete Kurve zu beziehen sind. 
Es fragt sich nun noch, 


wurde von Herrn Dr. Dingeldey in den Math. seat Ba. 27, S. 272 ea 
man in der letzteren Untersuchung C mit g, db mit O,, d mit O, und a mit OÖ‘, und den 
den Kegelschnitt, in dessen Punkten die durch 5 und 5, gehenden Strahlen sich schneiden, U 
‚konstruiert, so erhält man einen Teil der Zeichnungen, die sich in der gegenwärtigen Abue 1 
ergeben, indem O, auf den gegebenen Kegelschnitt verlegt wird. 5 

Wenn in der Arbeit des Herrn Prof. Dr. San (Math. Annalen, Bd. 55%. 65, = 


erhalt man ars einen Teil der Kurven, die sich in vorliegender Untersuchung ergeben, inäeas 
O, auf den gegebenen Kegelschnitt rückt. A 

In Betreff der Zahl der Spezies der rationalen Kurven dritter Ordnung sei bemerkt, 
sich genau ebenso viele ergaben, wie Herr Dr. Moritz Baur in seinem Buche: 
Einteilung der ebenen Linien dritter Ordnung“ angiebt. In den beifolgenden Re in 
der Regel in den Fällen, 


20T, 


R Die quadratische Verwandtschaft, welche die Grundlage für die 
5 folgenden Konstruktionen bildet. 


welcher einem gegebenen zugeordnet ist. 


Wenn in der Ebene drei feste Punkte O01,0‘,0, und eine feste Gerade g gegeben sind, 


5 elchem P‘ 0, von Q0‘, geschnitten wird. P ist dann dem Punkte P’ zugeordnet. 
 Verbindet man P mit 0’, und O,, zieht vom Schnittpunkte (Q) der Geraden PO‘, und g 


wieder den Punkt P‘, d. h. setzt man O, statt O’, und OÖ‘, statt O,, so ist auch P' der De 
ordnete Punkt von P. % 
_ Es ist mithin auf einfache Weise möglich mit Hilfe von drei Punkten und einer Geraden re 


Punkte. x Er 


In Bezug auf ein beliebiges zweiaxiges Koordinatensystem möge 
der Punkt O, die Koordinaten x, \yı 


en, u. „ „ OÖ, „ ” &yı 
sh „ „ On „ xy nd 
ae „ „ , er ER xy‘ 2 
RT xy 
‚ und die Gerade g „, 3 ulv besitzen. 


Me: ue+vy+1l=ygund un; +Vy +19; 
nittpunkt (9) von P‘O, und g die Koordinaten 


RE RI TEERELI IN TEIE TEN: 
Mr 93 —9 


Da Pp 2 und 0 in einer Geraden Hosen, so ‚ Hndeh die Be sit: 
| ven zw m w09. 8 

Be, (x — &ı) 93 — (@ — %ı) 9 

Weil ferner P‘, P und O0, in einer Geraden liegen, so besteht die Gleichung: 


Wer Be WEI 
x — % N 


Setzt man ferner 


u = Yy)9- We m) gIeA 
@=- 2)9- m - 2) gm 
I Pi 78 
N e09 —= N, 


so kann man aus dem System der beiden Gleichungen 


IM 22 Er 22 
BE NR) Er EREE 
a — x N x — % N 


x' und y‘ als Funktionen von x und y erhalten. 


Wenn 
41m — 2m a — Mmm(yı — Y) = Z 
\ ZN ya — Zn yı + 2122 (&ı — 0) = 
21m — am = 23 
gesetzt wird, so ist 


u — 2 und y' 2 
3.7 NZ . 
In derselben Weise kann man auch x ws y als Funktionen von x’ und y' darsteller 


Setzt man | 
us +vyı +1=g 
u +vy +1l=g 
VE Ve en 
(© = 23) 91 = (&1 03), — N 
y' Fi Ya — 2" 3. 
x — X — n', | = u 
2 n'a ze: 2'2 n', %, 7 nı n', (43 a Y) = Zi BEN, 
un yı — Ban y + 222 (cs — 92) = Zu Be... a 
na — zianı 2 & ee 
zZ Z’ 
Z, nz Z,' | | 
‚Es verdient bemerkt zu werden, dass 2i ” = u m lineare u und 


so wrdz= 


Z'1 Z'a, Z'3 quadratische Funktionen von x‘ und y “sind, Er 
ur verdient noch DeIHEngt zu werden, ns die Werte für x ud 7 aus 


7 
Multipliziert man die Gleichung für Z, mit x, subtrahiert die neue Gleichung von der- 
jenigen für Z, und setzt den Ausdruck nz (yı — Y2) — 22 (Xı — %%) 
ey. | 
(wofür man auch 2, yı 1 schreiben kann) 
my 1 
gleich @ ; *), so wird 
Z, = A Z; u Gr3. 
Multipliziert man ferner die Gleichung für Z, mit y, und subtrahiert die neue Gleichung 
von der für Z,, so wird 
Ah=-ySL— a @. 


Es ist also 
ee 23 m G3 ee Yı Z3 ee @3 
= — Z, und. y = Z, 
& 1 
Setzt man np 1 = Gy, und 9@3 — 93 G3 = H”*), so wird 
a3 y1 
_ a Z2+mH _ p$pZ+2%H 
a — Z, und y° = Z, 


3. Geometrische Deutung der Funktionen Z, Z und Z.. 


Bewegt sich P‘ auf der Ordinatenaxe x = 0, so bewegt sich der entsprechende Punkt P 
auf dem Kegelschnitte Z, = 0. 


Bewegt sich P' auf der Abscissenaxe y = 0, so beschreibt der entsprechende Punkt P 
den Kegelschnitt Z = 0. 

Bewegt sich P‘ auf der Geraden ax +by+1= 0, so beschreibt P den Kegelschnitt 
az +52 + 2 al; 

Ist insbesondere a = 0, b = 0, d. h. bewegt sich P‘ auf der unendlich fernen Geraden, 
so beschreibt P den Kegelschnitt Z,; = 0. 

ZA=-09,2=0,Z = 0 sind mithin die Gleichungen der Kegelschnitte, welche den 
Koordinatenaxen und der unendlich fernen Geraden entsprechen. 


4. Die Punkte der Ebene, deren entsprechende Punkte unendlich fern liegen. 


Wenn in den Gleichungen 


1 
Zi Zi 
Z'’s = OÖ ist, so liegt der Punkt P im Unendlichen. Da Z’; eine quadratische Funktion der Koor- 
dinaten des Punktes P’ ist, so liegen die Punkte P‘, deren entsprechende Punkte ins Unendliche 
fallen, auf einem Kegelschnitte. Derselbe kann leicht konstruiert werden, indem man den beweg- 


*) G3 = 0 ist die Gleichung der Verbindungsgeraden O1 O2. ur: 
*»*) H—= 0 ist die Gleichung der Geraden, welche 0“ mit dem Schnittpunkte von g und 0: O3 verbindet. 


: nR ‚Schnittpunkt zwischen Q 0, und dieser Parsllehn ln 
stehenden Kegelschnitte an. 


Anmerkung 1. Die Gleichung für den Kegelschnitt Z', = 0 kann u 

direkt gefunden werden, dass man die Punkte BR: ae f Tr 

0, P' || 0°, Q wird. 

Anmerkung 2. Wenn in der hier betrachteten quadratischen Verwandtschaft = 
K' — 0 die Kurve K — 0 entspricht, so findet man aus dem > 

|K'=0, Zs = 0| die Punkte auf X’ = 0, denen unen 

Punkte von X = 0 entsprechen. ee 


5. Die Punkte der Ebene, die sich selbst entsprechen. 


Man findet dieselben, indem man in den Gleichungen 


Bez > » H ang BT = 2, H 
x = x und y' =y setzt. 
Man erhält 
N (Z; SR H) N) 


23 (Z; — H ) ZEN 
Die verlangten Punkte liegen auf , — H=(. 
Dieser Ausdruck stellt, wie sich leicht zeigen lässt, ein aa dendear. dar. 
Setzt man 


a EL 
“ya 1l=G ud i%3 y 1| = G, 30 ist E 
En y 1 x Yı | 


AHA+n+G = Gg 
und 
3 = a+0) — 0. 
Da nach Art.3 H = 9G3 — 93 @,, so wird 
23, —- H=9 dh +9 — G3)= — 9m 
Die sich selbst entsprechenden Punkte liegen auf g und 0,0%. 


der Une ee 


Der beliebigen Geraden a 
f=ax +by+1l=0 
entspricht der er ar 
aan, zo - 
Bei verändörlichen Werten von a und 5 stellt letztere Gleichung alle Re Ischnitt 
. die sämtlichen Geraden der Ebene entsprechen. Dieselben liegen also in einem Netz 


Setzen wir 
Kerry rl 
HU Fo H 1 1 96) 
und beachten, dass 
Zen ZB —n 6, 
ZB=yD— 2 63 
3 =9 (A +6) — 9 6, 
so ergiebt sich, dass 
"sh mn +h) — fh R- 
Beachten wir ferner, dass 
ha +hR+hbhR=fGa 
ya RR + Gm gGaH, also 
at nn =eEgygly—- = H 


so wird 
g= H+96 nd 
33 
= Fe) AHthR E + f: H 
ER 9% 33 


Setzt man die Werte für f und g in die Gleichung für f‘ ein, so ergiebt sich: 
‚_ARAHH KB) SB Hr rn 
eR Fur [6 E 
; I2 033 
Daraus ersehen wir, dass die Kegelschnitte, die sämtlichen Geraden der Ebene ent- 
sprechen, dem Dreiecke @, = 0, @, = 0, H = 0 umbeschrieben sind. 
Die Kegelschnitte zerfallen, wenn 
1. fi = 0, d. h. wenn f = 0 durch 0, :geht, 


2. %& = 0, d. h. wenn f = 0 durch O0, geht und 
3. (fa 9.) = 0, d.h. wenn f—= 0 durch den Schnittpunkt von g und 0,0‘, geht. 


Insbesondere entspricht 
der Geraden @, — 0 das Geradenpaar G, H = 0 
Gra=30 & @;, H = 0 und 
: 2 9G3 — ı GC = 0 as Geradenpaar , hı- A —=I. 
Bezeichnet man den Schnittpunkt zwischen g und O0, 0, mit O0‘, und den zwischen 
g und O0‘, O, mit O, und den Punkt O,, wenn er dem Dreiecke O0’, 0‘, O, angehört, mit O0’, so 
lassen sich die letzten Ergebnisse auch folgendermassen aussprechen : 
Der Geraden 0, O0, entsprechen die Geraden 0% 0‘, und 00%, 


b,) ” 


” „ 0; O3 ” “ ” O'; 0 ” 0‘, O', 
” ” O3 OÖ, % Pr n. OÖ O' n O', OÖ’. 
\hm=|%% 
Ya, 
2 


7. Die Punkte der Ebene, denen nicht ein Punkt entspricht, son 
a Punkte einer Geraden. ee 


; Rückt der Punkt P‘, dessen entsprechender gesucht werden soll, in den Punk 
in den Gleichungen 


ware 
welche beide durch G, = o befriedigt werden. 5 
Dem Punkte O, entsprechen also alle Punkte von 0% O'. 
Setzt man ferner in den Gleichungen 
%% Z + m H el 23 +23 H 
2 Z 
2. = © nd. y° = y5; 
so ergeben sich die Koordinaten des Punktes, der O, entspricht, aus den Gleichungen 
=10) Ha 0, 22 Hr 0, \ 
welche beide durch 7 = 0 befriedigt werden. 
Dem Punkte 0, entsprechen mithin alle Punkte der Geraden O', O%. 
Setzt man statt ©’ und y‘ die Koordinaten von O3 nämlich . 
DREI MAT RD 
0.0 3 RR | 
so ergiebt sich, dass dem Punkte O; alle Punkte der Geraden O', O', entsprechen. 
In der zweiten Zuordnung von Punkten, die aus der ursprünglichen dadurch Ri 


a = 


die Beziehung statt, dass 
dem Punkte O’, alle Punkte der Geraden O, O3 entsprechen, > 
» ” 0%, ” n 7 ” 0; en 3 und 
B) ” 0% B) R) ” » OÖ, ” $ 


” n ” B) 0, 0, n n ” OÖ; n 0, n wm De 
090, ” ” n O5 ” 0, ” ” ” 


liche Kurve auf das Dreieck O, 0; bezogen ei 2 


Setzt man | her 
93 — gı An (003 = 
963 = 


IM 
1. 
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so geht die Gleichung f (x, y) = 0 einer gegebenen Kurve über in eine Gleichung von der Form 
F(X,X%,X3) = 0. Aus der letzteren kann man die der entsprechenden Kurve erhalten, indem 
man in den Ausdrücken für X,X, und X;, die Funktionen von x und y sind, statt x den Wert 


rm H und stätt y den Wert »yA+gH setzt. 
Z3 Z3 
Man. findet 
(gı @) H 


X, = g,@, geht über in — x 
23 


X = 9G3 — gı Gı geht über in (91 er en 
3 


(93 63) H h 
2; 
Bezeichnet man die Seiten des Dreiecks 0‘, 0% O0‘ mit X‘, X‘ und X‘ und setzt 


insbesondere 


X3 = 93 @3 geht über in 


93 G3 — X’, 
9@3 — 9; G3 = X’, und 
1 AM = X, wo Xy= und X = X, 
so ergiebt sich, dass 


X, übergeht in = a 
3 
X X 
X. . : end 
2 2 
Xu :X% 
X: 5 » ———, oder dass 
3 FR 


X, . X, : X == X’ X’, & X'z x, : x, X’ und dass auch 
Re . X‘ s X’, = Xa X3 . X3 X, : X, X.*) 

Diese Substitution ist dieselbe, wie diejenige, die man bei der analytischen Behandlung 
der von Steiner aufgestellten quadratischen Verwandtschaft erhält, und wie diejenige, zu welcher 
die Konstruktion führt, die Herr Prof. Dr. Brill zur Untersuchung der rationalen Kurven vierter 
Ordnung benutzt. 


9. Die Kurven, welche einer gegebenen Kurve nter Ordnung in der angegebenen 
quadratischen Verwandtschaft entsprechen. 


Lehrsatz 1. Bewegt sich ein Punkt auf einer Kurve »ter Ordnung, so beschreibt der 
entsprechende Punkt eine Kurve 2nter Ordnung. 
Beweis. Aus der Gleichung f (x, &, 23) = 0 der gegebenen Kurve nter Ordnung findet 
man die Gleichung der entsprechenden Kurve durch die Substitution 
SE RE Re De 


*) Man darf auch schreiben: 


1 1 1 
N h : 
ı: dag: Ag x und 
X41:X9: X, = rk 3 


Be TR ER 
2* 


Lehrsatz 2. Die jeder Kurve nie, rasans enlrreheide Kurve besitzt in den Puı 
0',, 0‘, O'3 je einen »nfachen Punkt.*) ae 
Beweis. Die Gleichung der gegebenen. Kurve kann. in der Form geschrieben ı we en 
3 aixı & 0x, —= 0, wenn E 
Be er RE RER und ae. 
Durch die Sun 


ns wi: Kg: 
gt die obige Gleichung en in 
> die (x' Bee en (xx 2) = 0 oder in 
Zdiı u x, l+i u zn: 
}: In dieser neuen Gleichung betragen die ‚höchsten Exponenten von x°,, x, und x 
2 während die Gleichung Qnten Grades ist. Ba 
Folglich besitzt die abgeleitete Kurve in den Eckpunikten des Dreiecks. ee je. eine 


nfachen Punkt. 


nete Kurve in eine Gerade und eine Kurve 2» — Ilter ner ‚wenn ee betreffende Pu Mt 
einfacher ist, und sie zerfällt in eine kmal zu zählende Gerade und in eine Kurve 2» 
Ordnung, wenn der Punkt, durch den die gegebene Kurve geht, ein %facher ist. N 
Beweis. Gesetzt der Punkt O, sei ein %facher der gegebenen Kurve. Dann tritt x, 
in der »n — kten Potenz auf, und wenn fi eine Form iten Grades von una X Ist, a 
die gegebene Gleichung f = 0 auf die Form gebracht werden 
feat h-ı+ ie fanı+- ee Sup gl 
Durch die Substitution > 
2: aa aaa sata 3 

geht fi über in a’, ir Wr) und 

di in x’ au an — kten Grades u Bi a RE 


Kurve u — kan Grades. 


Anmerkung. : Ist O, ein %kfacher Punkt, 
0, n I ® n 
Kal OEM AS 


der gegebenen Kurve, so zerfällt die zugeordnete Kurve in die „ 
 kmal zu zählende Gerade O', O'z, 

Wal: 5 S 030, 

und mmal „ E a 0 OR, 


vielfache Punkte enthält. 


*) Vergl. Durege, „Die ebenen Kurven dritter Ordnung,“ Aıt. 205 u. 206. 
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un 


a 
Die rationalen Kurven dritter Ordnung. 


1. Konstruktion der rationalen Kurven dritter Ordnung mittels der 
Kegelschnitte. 


Lehrsatz. Rückt einer der Punkte O,, O,, O, (und zwar nur einer) auf einen Kegelschnitt, 
so ist in der angegebenen quadratischen Verwandtschaft die diesem Kegelschnitte entsprechende 
Kurve eine rationale Kurve dritter Ordnung. 

Beweis. Die Gleichung eines jeden Kegelschnittes hat in Bezug auf das Dreieck 0, 0, 0; 
die Form 

> 0 I, 
WIDE IR ZEB Under ll 
Die Zune Kurve hat in Bezug NS Dreieck 0’, 0%, 0 die Gleichung 


2 
x, #5 EDupauraxy RE a Es Ajgaı at&g 212 03 20 2a Hi, 


A074 u) 

Diese Gleichung stellt alle Kurven vierter Ordnung dar, die 0‘, 0%, und 0‘, als Doppel- 
punkte besitzen. 

Ist a, = 0, d. h. geht der gegebene Kegelschnitt durch den Punkt O,, so zerfällt die 
zugeordnete Kurve in die erde x, = 0 (d. i. 0% 0‘) und in die Kurve dritter Ordnung 

2 ana + ax x + 20x + 2ayaı ya + agaıay = 0, 
welche den Punkt O0‘, als Doppelpunkt besitzt und durch 0‘, und O0‘, geht. 

Ist au = 0, d. h. geht der gegebene Kegelschnitt durch den Punkt O,, so zerfällt die 
zugeordnete Kurve in die Gerade x’, — 0 (d. i. 0%, 0‘). und in die Kurve dritter Ordnung 

az &', + 2an x +2a3X, Xu Xy + 2a x xy + 45; A =, 

welche 0‘, als Doppelpunkt besitzt und durch 0‘, und 0‘, geht. 

Ist a3 = 0,.d. h. geht Si Kegelschnitt durch den Punkt O,, so zerfällt die zugeord- 
nete Kurve in die Beraas 7 0, (d#1704..0%) and in die Kurve dritter argaune 
Aı xy x +20, KHK + 192 x3x ORT ER —ı0, 
welche 0‘, als Doppelpunkt besitzt und durch 0‘, und 0‘, gebt. 

Rücken zwei der drei Punkte O,, 0,, 0, auf den gegebenen Kegelschnitt, so zerfällt die 
zugeordnete Kurve in zwei Geraden und in einen Kegelschnitt. 

Liegen O0, und O, auf dem Kegelschnitte, so zerfällt die zugeordnete Kurve in die zwei 
Geraden x’, —= 0, x, = 0 und in den Kegelschnitt 

2 a2 xy +203 7X + 2aya, X + a3 X a0. 

Liegen O, und O, auf dem Kegelschnitte, so zerfällt die zugeordnete Kurve in die zwei 

Geraden x’, = 0, x'y —= 0 und in den Kegelschnitt 


2 
41%2%3 +20,X% X +2a3 X, xy +2ayr =. 


.nete Kurve in die zwei Geraden x, = 0, x“; — 0 und in den Kegelschnitt a 


_ zugeordnete Kurve in die vier Geraden 
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Liegen die Punkte 0, und O, auf dem gegebenen Kegelschnitte, so zerfällt 


Ban dar ad far rar Ian +20» X, x =. 


== 0, a = 0 und aux + 03% + ya = 0) 


Lehrsatz. Rückt einer der Punkte O,, O,, O3 in den Doppelpunkt einer rationalen 
dritter Ordnung und die beiden übrigen Punkte auf beliebige Punkte dieser a so 
die entsprechende Kurve aus vier Geraden und einem Kegelschnitte. 

Beweis. Die ae 

zo + mas + HB) +, + —=0 =: 
stellt sämtliche rationale Kurven vor, die O, als Doppelpunkt, O0, und O3 als einfache Punkte br 

Die na Kurve hat die Gleichung 

x 2% (0% +0 X 04 9X + mx + 0 4a) 0. 

Sie besteht mithin aus der zweimal zu zählenden Geraden x, = 0, aus s den. 

x, = 0, 2, = 0 und aus dem Kegelschnitte 
ax, +maz0 +00 + ma az + aa, = 0, 
welcher durch 0‘, geht. 

Ganz gleich gestaltet sich die Beweisführung für die zwei Fälle, in welchen je ein 
Punkte O, oder O, in den Doppelpunkt rückt. = 

Man kann ferner mit Leichtigkeit die Gerade konstruieren (und ihre Gleichuns, angebe ı 
mit deren Hilfe der zuletzt gefundene Kegelschnitt unter Benutzung einer bestimmten nn 
Verwandtschaft konstruiert werden kann. 


Lehrsatz. Wenn O, auf dem gegebenen Kegelschnitte so hat die entsp 
rationale Kurve dritter Ordnung | Ir 
einen Knotenpunkt schneidet 
eine Spitze ‚ wenn die Gerade 0,0, den Kegelschnitt ! berührt 
einen isolierten Punkt 
Beweis. In dem erwähnten Falle hat der Kegelschnitt die Gleichung 


2 02% % + 090 + 2 0921 0 + 2 02992 8 + Ayazy 0, 


- .. e . 
d Pi m. . 
# xy 2 
3 Br Y 15 
Sg: = 


und die Gleichung der entsprechenden rationalen Kurve dritter Ordnung lautet: 
2 02%, &% + 4n x x +23 &, 3 + 2 0yX, 0,803 + Ay X, 2 —I. 
Die Gleichungen der beiden Tangenten im Doppelpunkte 0‘, werden gefunden, indem man 
die letzte Gleichung auf die Form 


x, (an xy + 2 a», 03 + 033 x) + 2 a1 8, x, +2 ag x = 0 
bringt und den Koeffizienten von x‘, gleich null setzt. 
Die Tangenten im Doppelpunkte werden 


real und verschieden grösser als | 
» ..». gleich , wenn a3? — 2 (az gleich null wird. 
imaginär kleiner als \ 
Die gleiche Bedingung ergiebt sich auch dafür, dass die Gerade x, —= 0, d.i. O, Os, den 
schneidet 


gegebenen Kegelschnitt ! berührt 
nicht schneidet 


4. Einige spezielle Fälle, welche bei der Ausführung der Konstruktion der 
rationalen Kurven dritter Ordnung eine Vereinfachung bewirken. 


Wenn die Gerade g durch O, geht, so fallen die Punkte O, und O0‘, mit O, zusammen, 
und die Dreiecke 0,0,0,, 0‘,0',0‘, sind nicht mehr vorhanden. Mithin kann man aus der 
Gleichung einer Kurve die der entsprechenden nicht mehr durch die auf Seite 11 angegebene 
Substitution finden. 

| Durch die Punkte O,, O,, 0‘, und eine durch O, gehende Gerade ist auch eine quadratische 
Verwandtschaft definiert, deren Eigenschaften kurz angegeben werden sollen. 
Bezeichnet man in dem Dreiecke 0,0,0', 


die Gleichung der Gegenseite von ©, mit x, = 0 
” ” n n n O, AR 0 
” 2) ” ” B) O0, FE We ) 


die Koordinaten des Punktes P' mit x‘, | x’ | #3 
die Koordinaten des zugeordneten Punktes P mit z, | 2 | &3 


und nimmt man an, dass g die Gleichung &, + @&3 = 0 besitzt, so hat 
P' O, die Gleichung & &'3 — 23 #5 = 0 
Nest O, 5 er X 2 = 4 &3 = 


und die Gerade, welche von O‘, nach dem Schnittpunkte zwischen 9 und P’O, gezogen ist, erhält 
die Gleichung: 


ar aa um 25 el. 
Zwischen den Koordinaten von P und P‘ existiert mithin die Beziehung: 
a: 00:0 =: — am &y: 3 &ı 
oder 
x, % 2 
TE 1 2 I A EI lee 


Wenn die Gleichungen von O, O, und O, O', passend gewählt werden, so erhält die 
Gleichung von g die Form x, — 23 = 0 und die vorstehenden Beziehungen gehen über in: 


2:0: = IR U 
oder 


Les Kor Ss 1 EB N 
In dieser speziellen quadratischen Verwandtschaft entspricht der Geraden. 
aa Hr may + may — 0 


der Kogelschnitt 
HE Hmm t 00 0 = 0, 
welcher durch die Punkte O, und O‘, geht und O, O, als Taponı in besitzt. 
Dem durch ©, gehenden lies 
2 09 21 &, + an X + 2 0; a 83 + 20a 0 + Gay 
= entspricht die Gerade x; = 0 und die Kurve dritter Ordnung: 
TA: Da %) + 432 x 29a + 203 0% + 0 2 == 0, 
En, welche O‘, als Doppelpunkt und ©, als einfachen Punkt besitzt und die von. O, ER in O; 
wird. 


Man überzeugt sich leicht davon, dass vorstehende Gleichung jede rationale Kury 
Ordnung bedeuten kann. z 


O, in einen beliebigen Punkt dieser Kurve, O, auf einen beliebigen Punkt der Mona 
O, und zieht y durch O;, so lässt sich wieder der Kegelschnitt bestimmen, mit Hals: 
gegebene Kurve gezeichnet werden kann. 
Man hat zu diesem Zwecke die Punkte der rationalen Kurve dritter Ordnung mit den 
O', und O, zu verbinden und zu dem Büschel OÖ‘, ein perspektivisches zu suchen, inde 
als Axe der Perspektivität und O, als Scheitel des neuen Büschels benutzt. Entsprechend 
der Büschel O, und O, schneiden sich in Punkten des zugeordneten Kegelschnittes. | 
Man beweist diese Behauptung leicht, indem man beachtet, dass die rationa 
dritter Ordnung die Gleichung u 
&n (a &ı + a2 %) + %3 (a; x + %% + 4; 2) —0 
besitzt, und dass 
2 =Aaı a, 5 Aa, ac, und a, =Ac 
zu setzen ist. 
Man findet die zweimal zu zählende Gerade x’, = (0, die ebenfalls zweimal zu : 
Gerade x; = 0 und den Kegelschnitt | 
803 + m X 82 + q; Er + u#2 03 + 4; ea =, SR 
welcher durch O, geht und sonst keine spezielle Lage gegen das Dreieck 0,0.0'ı besitzt, 
Es Be sich auch dann noch ein a, wenn O‘, in den De O5 


lichen liegt, die Gerade g ins Di nälfehe verlegt werden. 
Allein, wenn der im Unendlichen liegt, und ©, in den einfach m 


In diesem Falle ist g ins Endliche zu verlegen. Fa 
Hiernach sind wir im Stande, auf einfache Weise sämtliche rationalen | 
Ordnung zu zeichnen, die nicht von der unendlich fernen Geraden berührt werden. 
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Um den Kegelschnitt zu erhalten, der den rationalen Kurven dritter Ordnung entspricht, 
die von der unendlich fernen Geraden berührt werden und ihren Doppelpunkt im Endlichen haben, 


_ verlest man O0‘, in den Doppelpunkt, O0, in den Berührungspunkt der unendlich fernen Geraden 


(dessen Richtung sich angeben lässt), O, in einen anderen Punkt der letzteren Geraden und zieht 


‘9 so durch O,, dass es im Endlichen verläuft. 


Für die noch fehlenden Kurven, die von der unendlich fernen Geraden berührt werden 
und ihren Doppelpunkt im Unendlichen haben, lässt sich natürlich der entsprechende Kegelschnitt 
dadurch finden, dass O0‘, in den Doppelpunkt, ©, in einen endlich fernen Punkt und O, auf die 
Tangente in diesem Punkte verlegt wird. Es lässt sich jedoch eine einfachere Konstruktion finden, 
die im Wesentlichen darauf beruht, dass O, in den Doppelpunkt verlegt wird. 

Auf die Einzelheiten dieser Konstruktion soll hier nicht eingegangen werden, weil wir bei 
der Ableitung der Gleichungen für diese. Kurven darauf zurückzukommen haben. 

Die gegenwärtige Untersuchung führt auf die Einteilung der rationalen Kurven dritter 
Ordnung in solche, die 

1. ihren Doppelpunkt im Endlichen haben und nicht von der unendlich fernen Ge- 

raden berührt werden, 

2. ihren Doppelpunkt im Unendlichen haben und nicht von der unendlich fernen 

Geraden berührt werden, 

3. ihren Doppelpunkt im Endlichen haben und von der unendlich fernen Geraden 

berührt werden und 

4. ihren Doppelpunkt im Unendlichen haben und von der unendlich fernen Geraden 

berührt werden. 


50% 


Die Gleichungen der einzelnen Spezies der rationalen Kurven 
dritter Ordnung. 


1. Kurven mit endlich fernem Doppelpunkt, die nicht von der unendlich 
fernen Geraden berührt werden. 


Diese Kurven lassen sich zeichnen, indem man OÖ, auf einen Kegelschnitt, O, und g ins 
Unendliche und O‘, in einen beliebigen Punkt der Ebene verlegt und die dem Kegelschnitte zu- 
geordnete Kurve sucht. 


Denkt man sich die y-Axe eines zweiaxigen Koordinatensystems durch O, gehend, so hat 


_ dieser Punkt die Koordinaten 0 |00. Wenn für die übrigen in Betracht kommenden Punkte die 


auf Seite 9 angegebene Bezeichnung beibehalten wird, so besteht zwischen den Koordinaten zweier 
einander zugeordneten Punkte die Beziehung 


Punkt der Hauptaxe einer Parabel oder Hyderhel ist. Mit dem ersten dieser bei Fall 
wir uns nicht zu befassen, weil dann O, auch auf der Parabel liegt, was nicht ZU 
schon O, darauf liegt. 
Und wenn O, der nich ferne Punkt der. Fass einer Hyperbel ist, so ' 

die durch O, und den Mittelpunkt gehende Gerade als y-Axe und die Tangente in € 
Schnittpunkte dieser Eh als v-Axe. Die Hyperbel hat dann die Gleichnng 
— 2py + q9° (wo q eine positive Zahl ist). 

Bewegt sich Pe auf dem Kegelschnitte „ = 2px + q x, so ergiebt sicher Br 
berücksichtigt, dass = —= 2p& + 9%”, für die entsprechende Kurve dritter Ordn 
Gleichung n 


|o- eu y-w —-2ya@—)Yy— + ep + am) ( 
Bewegt sich P‘ auf dem Kegelschnitte # — 2py + qy?, so ergiebt sich, ind« 
beachtet, dass x? = 2pyı + 9 yı, für die entsprechende Kurve dritter Ordnung die 


|e-°-a0-n|»+2@- 2° 20 + 0m) @— 3%) von) Han 

Setzt man in beiden Fällen RR 

De € 

und Ma VII IM 
so geht die erste Gleichung über in: 

Dr? —-d) X+)=n P?—2y XY+(p+gx) X 

und die zweite in: VS 

MX —- ga 79) (9) + m X? —- 2 Lo WAT LAS r=0. 


Diskussion dieser Blelehungen: 
Da die Discriminante der rechten Seite bei Gleichung T, 
nämlich 4 (yı? — 2p x% — gq x?) gleich null ist,*) 
so kann diese Gleichung auf die Form gebracht werden 


(7-9) (X) (7 — en x). a 
1 N SH 
Bei den aus dem Kreise abgeleiteten Kurven ist das Pr mung rei 


q=— 1. Dieselben sind also in der Gleichung en A 
(ER KnT m 
u 
enthalten. 
Bei Fig. 1—4 (inel.) ist , = 0 und y, = 0. 
Die Gleichung von diesen vier Kurven ist mithin 
+9) (X+n)=2p X. 


*) Weil 0, auf dem gegebenen Kegelschnitte liegt, ist yı? — 2pı — qm?’ —= 


Kur rin 
FE R 
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Bedeutet in den folgenden vier Gleichungen x; eine absolute Zahl, so lautet die 
Gleichung von 
Bin (VIEXN) (m)eimX? we, > 2% 
Fig. 2. (YH+XY)(X+2p)=2pX? oder 
KRETA) 
Fig. 3. (PL) Xıo)=2pypX, wu <2p 
Bie.,4. (TO XI E39, wo 0 <r<ion. 
Bei Fig. 6, 7 undSist x, = p und yı = p; die Gleichung für diese drei Kurven 
lautet mithin: 
Bean — xy 
Ist x; eine absolute Zahl, so lautet die Gleichung von 
Bob YIL N) (Km) Hp (X - X, ww >29 
rn BE DEE ED. 
BE. SFr EN XS epHll N, wO<a <9p. 
Anmerkung. (Y? + X) (X — x)=p(Y— X) stellt für 0 < x; < 00 Kurven 
dar, die dieselbe Gestalt haben wie Fig. 6. Desgleichen stellt 
Re Kr RI CE 0 
eine Kurve von der’ Gestalt der Fig. 7 dar. 
Für die aus der Parabel abgeleiteten Kurven ist q = 0, dieselben haben mithin die 
Gleichung: 


rXıo)=x F--- X). 
l 


Bei Fig. 11 und 12 ist x, = 0 und y, = (0, mithin haben beide Kurven die Gleichung: 
ET EM ID 
Ist x; eine absolute Zahl, so lautet die Gleichung von 
Fig. 11. Y’ (X +) = 29 X’, we0<.3 <o0. 
Pig. 12.” 2 (X —- 2) =2p X, w0<n <ion 
Bei Fig. 14—17 (inel.) ist x, = er ‚ mithin lautet die Gleichung von diesen vier 


Kurven 
2 pP? (X +o)=(yı Y—2p X), wo 0 <y <m. 


Ist x; eine absolute Zahl, so lautet die Gleichung von 


2 
Fig. 14. 2p (X +o)=(yı Y— 2p N, wor > 25 
Fig. 15. 2 pP? X +o)=(yı Y—-2p X, wx, < = 


Eau X lyı 7-2 X), wor = 0 
Big. 17. 2p ? (X — o)=(y Y—-2p 2%, w0<rn <@. 
Bei den aus der Hyperbel abgeleiteten Kurven ist q positiv. 


. 


Setzt man q == > so ergiebt sich die Gleichung 


( 7? — » X) (X ro)=a a (Y — X). 
1 
3* 


ß Ir) = 


2ab 2 n- A je 

Wenn x3 oder eine absolute Zahl badanket, so lautet die Gleichung von. 
ri, 2,, EM -E. NIXin)-2H r)mweeı u 
Fie.28. (RE MX) 2 N) min 20 
Fie. 29. FE X) X 20) —- 200% 
Fig. 30. (PP RAM) XK-n)=2a0 X, w2a<a; <o. 


Bei Fig. 33—36 (incl.) ist u eine beliebige Zahl. Setzt man or — m, so 
l 1 % 


wen 
i mh 
Diese vier Kurven haben mithin die BES 
Er EN Rn) m 


Bedeutet wieder x; eine absolute Zahl, so lautet die Gleichung von 
Fig. 33..(@ PP’ NK) = an F- nm), w,>m In: 
Fig. 4. PVP’) &+n)=an (F—-mX),wo<y <a 
Fig. 35. A PH X) X =au (F— mi), wo —-0 ee. 
Fie;86.. (PP) X n)=an if - mA), wO<n zo 4 

Anmerkung. (a Y? — Ex X) (X — 2) = a? a (7 —mAX) stellt für 0 <a 


eine solche von der Gestalt der Fig. 35 dar. E 
Gleichung II auf Seite 18 stellt eine aus drei Zweigen bestähande Kurve dar 
lichkeit hat mit Fig. 32. 3 
Wir kommen zu dem Ergebnis, dass in die erste Gruppe der rationalen Kurven 
Ordnung, falls man die vier Spezies, von denen zwei mit Fig. 27 und zwei mit Fig. a { 
keit haben, mitrechnet, 25 Spezies gehören. 21 davon sind gezeichnet worden. 


fernen Geraden berührt dar 


Dieselben lassen sich zeichnen, indem man O, auf einen Kegelschnitt, O, un 
die unendlich ferne Gerade verlegt (jedoch so, dass O, ©, nicht parallel zu 


*) Dabei sind in ‚Bezug auf die Lage der Asymptoten drei Fälle Ei unterscheiden : Se 


"Asyinptoten links liegt, 
2. der Fall, in welchem sich die drei Asymptoten in einem Punkte schneidhrt und. 


oe) Kach hier sind drei Fälle zu unterscheiden, 
1. zwei Asymptoten schneiden den linken Zweig der Kurve, 
2. keine dieser Asymptoten schneidet die Kurve und 
3. zwei Asymptoten schneiden die rechts liegenden Zweige der Kurve. 
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Wir dürfen das Koordinatensystem genau wie beim vorigen Falle wählen, also 
y: = 2px + qx° und im Ausnahmefalle «® = 2py + qy? als Gleichung des Kegelschnittes 
annehmen. 

Nehmen wir ferner an, dass ©‘, die Koordinaten & | 0 und g die Gleichung x = e 
besitzt, so besteht zwischen den Koordinaten der Punkte P‘ und P die Beziehung: 
x 

IErUR Y — Yı 

Su za Se es 

Bewegt sich P‘ auf dem Kegelschnitte „” = 2px + qx?, und beachtet man, dass 

y2 = 2pa, + q%%, so ergiebt sich für die zugeordnete Kurve dritter Ordnung die Gleichung: 


(2 — x). 


(y—yı) (@— m) = [2» +9@+ 2) | (— a) —2yı lm) WM). 
Bewegt sich P' auf dem Kegelschnitte =? = 2py + qy”, und beachtet man, dass 
&? = 2pyı + qyı,, so hat die zugeordnete Kurve dritter Ordnung die Gleichung: 


(e— 2) @+m)=2re— a) —y)+aW— y) > ye— m) + @— m) vw]. 


Setzt man 
en ae £ 
2 —% = X und 
e— a = d, 


so findet man für den Ort von P im ersten Falle 

ELEN VS de ar er DrdSln +0. X) 
und im zweiten Falle: 

IV) gay —=dg2.2 —-2d(p + a U) LT + 2d: m. 


Diskussion von Gleichung III. 


Setzt man: 
Ga nel und —', 
so findet man die Gleichung von Fig. 5. Dieselbe lautet: 
X? = mM (2p—[). 
Bei Fig. 9gstg= -—l, a =p, y =pwdd=—p, mithin hat diese Kurve die 
Gleichung: 
ir=pear—N). 
Barrel sg = — 1, ı <u <2p = + Y2paı — 2 undd= —ı, 
und die Kurvengleichung lautet: 
Ir — ru Lr2m (Pc). 
Bei Fig. 13 ist q = 0, ©, = I, yı = 0, p und d bedeuten jede beliebige Zahl ; mithin 
hat diese Kurve die Gleichung; 
XY?—=2pd. 
Bei Fig. Bit = 0,0 <y, <X, 0 <d< 00, und die Gleichung der Kurve heisst : 
rar 20 742 ap: 


2 2 
i Re . und 0<d<<00; mithin hat 


Bei Fig. 3 ist %ı = 0, Yı = 0, p == 


Q 


die Kurve die Gleichung: 


Wr X Ye, 00 +20 | 
Bei ne 37 ist 0. < m <.@0, n=+ u yBanraın 


und’d = — 2 
Mithin heisst die Kurvengleichung: 
N a Er an Be 


Diskussion von Gleichung IV. 


Diese Gleichung liefert nur neue Formen, wenn der Ort von P' eine Hyperbel 
2 2 “ur E 


Setzt man g = . und. 92 a so geht dieselbe über in: 


IDEE EX-2H day) Kr2ad en: 
Insbesondere lautet die Gleichung von Fig. 2» X? = #X —2a 
a, b und d jeden beliebigen Wert haben können, und die von Fig. 38 


PT ad 2 day) +2 da, 
VEN Eee = gay +y?udd= — &. 


Geraden berührt ee 


Dieselben werden gezeichnet, indem O,:in den unendlich fernen Punkt der n taxe 


& = ec und 0‘, die Koordinaten 3 | y3 besitzt, so besteht zwischen den Koordina * A, 
ander zugeordneter Punkte P‘ und P die Beziehung: 


EN L 
’ a N es | 
er =) +9 


Kurve dritter Ordnies : 


le -»e-+n@- m ee 


Setzt man ee 9 
y—-y=Y und 
u =4d, 


so geht diese Gleichung über in: 
GY+» XI’ = 2pP’ Arm). 
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Insbesondere lautet die Gleichung von 
Bral Ar = 29.22 (RE %),.W0 0 <<, 
es A ea a 
Fig. 21. 82 7? = 2p X? (X— », w0 <.x23 <op, 
Fig. 22. dY +, 2 = 2p X (X + x), wo 
Se SEEN Eu 6) 
Fig. 23. dY+y X? = 2pX?, wo 0 <y, < Oo und 
Fig. 24. (dYıy AR? = 2pX? (X — x) w 
Vene Ganundı 0 << y.<0% 


4. Kurven mit unendlich fernem Doppelpunkt, die von der unendlich fernen 
Geraden berührt werden. 


Dieselben lassen sich zeichnen, indem man O0, in den unendlich fernen Punkt der Haupt- 
axe einer Parabel und OÖ‘, ins Endliche verlegt. Wenn O, auch ins Unendliche verlegt wird, 
dann ist g parallel zu O, O‘, zu ziehen, und wenn O, ins Endliche verlegt wird, so darf g ins 
Unendliche fallen. 

Wenn in beiden Fällen die Hauptaxe der Parabel zur x-Axe gewählt wird und die 
Tangente im Berührüngspunkt zur y-Axe, so hat die Parabel die Gleichung y„’ = 2px und O 
die Koordinaten 0 | 0. Wenn nun im ersten Falle O, die Koordinaten 0 | &, 0‘, die Koordi- 
naten x, | y; und g die Gleichung y = c besitzt, so lautet die Gleichung der Kurve, welche der 
Parabel entspricht: 


% R “E y)° — 2» | —=2»(ce— y;) X, wobei 
x — 9 = =Xudy— y=Y. 
Liegt, wie bei Fig. 25 der Punkt O0‘, auf der Parabel selbst, so ergiebt sich die Gleichung 
Y’(Y+2y)=2p (c—y) X. 
Wenn O, im Endlichen liegt, die Koordinaten x, | yı besitzt und g ins Unendliche ver- 
legt wird, so entspricht der Parabel die Kurve: 
y-y)yW —2rm)=2r «— x) W—yı). 
Insbesondere heisst die Gleichung von Fig. 26 
WW —2p2)=2r («—x)%; 
denn es ist x; = x, und yı =. 
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84. 


Die Centralprojektionen der ebenen Kurven dritter Ordnung, insbesondere 
diejenigen der rationalen Kurven dieser Ordnung. 


1. Die Centralprojektion einer ebenen Kurve als Spezialfallder in $1 
angegebenen quadratischen Verwandtschaft. 


Wenn bei der in $ 1 beschriebenen Zuordnung von Punkten einer Ebene der Punkt O‘, 
mit dem unendlich fernen Punkte der Geraden 010, zusammenfällt, die Gerade y aber noch eine 
ganz beliebige Lage hat, so kann die Kurve, welche einer gegebenen entspricht, auch als Central- 
projektion der ursprünglichen aufgefasst werden. 

Beweis. Die gegebene Kurve soll in der Ebene «, ihre Centralprojektion in der Ebene «‘ 
liegen. Das Projektionscentrum werde mit © bezeichnet, und dem Punkte ® in « soll der Punkt 
P‘' in «‘ entsprechen. 

Verbindet man nun ® mit irgend einem Punkte (®) der Schnittgeraden (9) von « und «‘, 
zieht durch O eine Parallele zu B® und verbindet ihren Schnittpunkt (O,) auf «' mit @, so geht 
20 . 00 
009, — PQ 

Wird die Ebene « um die Gerade g gedreht, bis sie mit «' zusammenfällt, so fällt der 
Punkt ® auf einen bestimmten Punkt P in «‘, und es ist BQ = PQ. 

Zieht man ferner durch O, eine Parallele zu PQ, welche so lang ist wie 00, und be- 
zeichnet ihren Endpunkt mit O,, so geht auch die Gerade O,P durch P‘. Denn angenommen, 
O,P würde QP’ in R schneiden, so ist OR = an ae Fr Da aber BQ=PQ und 00, = 0,0,, 
so ist auch P'Q = OR, was nur möglich ist, wenn O,P durch P‘ geht. 

Bei der Ermittelung der Projektionen beliebig vieler Punkte von « bleibt die Strecke OO, 
stets dieselbe, falls man durch die zu projizierenden Punkte parallele Strahlen zieht. Und nach- 
dem &« und «' zur Deckung gebracht sind, bleibt unter derselben Voraussetzung auch 0,0, dieselbe 
Strecke und ist zu allen Geraden in «’ parallel, auf welche das System der Parallelen fällt. 

Wenn in der Ebene «‘ die Punkte O, und O, und die Gerade y festgelegt sind, so findet 
man durch folgende Zeichnung den zugeordneten Punkt von P. 

Durch den unendlich fernen Punkt der Geraden 0,0, wird ein Strahl nach P gezogen 
und sein Schnittpunkt (0) auf g mit OÖ, verbunden. Hierauf verbindet man auch P mit O0, und 


die Gerade 0,Q auch durch P‘, und zwar it PQ = 
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sucht den Schnittpunkt (P‘) von Q@O, und PO, auf. Derselbe kann als eine 
projektion von P aufgefasst werden.*) a 

Diese Konstruktion ist aber der oben erwähnte Spezialfall der in $ 
Zuordnung von Punkten. 


Punkten in diesem Befall 


Um diese Abhängigkeit zu finden, kann man die Gleichungen auf Seite 6 so s] 
dass OÖ‘, der unendlich ferne Punkt von 0,0, wird. a 


Man kommt jedoch schneller auf folgende Weise zum Ziel. 


Es werde zunächst g als x-Axe und 0,0, als y-Axe gewählt. Behält m 
Seite 5 angegebene Bezeichnung der Koordinaten von O0), 0, P und P‘ bei, so 
und x =. 
Weil P, P' und Os in einer Geraden liegen, so ist 


| 
a N 0, 
0 Y2 1 
und da @, P' und O, auch auf einer Geraden liegen, so ist 
RE 
Dr rd: 
BIRmeE 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt, dass 
uber yes DV Bien 
Mas ia ei 
Wählt man 0,0, als x-Axe und y als y-Axe, so ist 
=. er au und y—= m... 
Wr Sm ii 
Setzt man © — 2 = — & und y) — ya = — n, und wählt in beiden Ballen 0 
negativen Seite der Axen, so ergeben sich im ersten Falle die Gleichungen: 
En vw og my”) 
er Y Ey 


*) Hiernach lassen sich die Kegelschnitte sehr einfach als Centralprojektionen des Y 
Auch die Projektion von jeder kung lässt sich ohne viele Hilfslinien finden. f 


= 2ry—y? an, so ergiebt sich 
wer—2rmy(y + yı) — m? y? oder 
ya” —=2rmYyıy — m (m —2r)y?. 
Diese Projektion ist 
eine Ellipse, wenn ı > 2r, 
».4yParahel;,!) “af Szı2ir und 
ber Yperbel, 5. 145 Bir uist; 


und im zweiten die Gleichungen: 


Wendet man auf irgend eine Kurve die erste Projektionsart an und auf ihre Projektion 
die zweite, so besteht zwischen den Koordinaten eines Punktes & | y der ursprünglichen Kurve 
und denjenigen des entsprechenden Punktes x‘ | y'‘ der zweiten Projektion die Beziehung: 


EN u 
= q 
2 # BEE. und y = Fr u 
x EUR . 1 KIER + ve + 1 
Bat Yı a 2 


Werden beide Projektionsarten nach einander angewandt, so ist 
die zweite Projektion der Geraden x = 0 die Gerade & = 0 selbst, 
„ ” „ „ „ y=0 ,„ „ yo „» ),und 
„ unendlich fernen Geraden die Gerade 
% Y 


„ SR „ 


—r Hr miele 
x Yı 
Man beobachtet ferner, dass in obigen Gleichungen vier willkürliche Parameter: 
& Y 1 
ea 
mn Yı n 1 
vorkommen. 
Setzt man 
ge‘ n) dd 
B ar le T F = g'' 
% 9 
und erweitert die Brüche, die sich für « und y ergeben, mit 4, so ist 
2433 he 
1 = gc y ni 3 Uns 
7 l 
Ei Ba, und y = HITS FIRE TREIEE 


[2 


Wenn man ferner die Koeffizienten von x“, y‘“ und 2“ mit cı, « und cz, bezeichnet und 
statt © und y die homogenen Koordinaten x, %, z einführt, so ist: 
BUBEN YET TEN 
Aus dieser Proportion folgert man: 
Sämtliche Projektionen einer auf ein zweiaxiges Koordinatensystem bezogenen 


GL 6% 

IF und 2° setzt. 
(3 2 (3 £ 

Dabei sind c,, & und c, ganz beliebige Parameter und z2= 0 ist die Gleichung einer 


beliebigen Geraden. 


Kurve werden gefunden, indem man statt x und y die Werte 


3. Die Grundformen der Kurven dritter Ordnung*). 


Wenn man sämtliche Kurven dritter Ordnung so projiziert, dass die (resp. eine) Inflexions- 
tangente ins Unendliche fällt, so ergiebt sich eine Gleichung von der Form: 
K= a (y—bx)?, 
voii X=a, © +20,249 ta, +2a,2 + 20,y Hr a, 


*) Man vergleiche hiermit: Salmon, höhere Plankurven, 1. Auflage, Art. 196—198. 


Wählt man die Gerade y—bz = 0 als neue y—Axe, so geht die 
in eine solche von der Form: : 
Ka: 
Durch Diskussion derselben findet man die drei von Newton aufgestellten 
l. P =aR t+batcertd, 
I. 2ay > ar br 909 Ted und 
IL. a Fr bar ca: 
Wenn man die durch II und III definierten Kurven so projiziert, dass. 
ferne Gerade auf die im Endlichen liegende Gerade 2—= 0 fällt, so werden die P: 
durch die Gleichungen 


| 


I) ye = tb0z2+0%2+d 2° und 
IM) y2=-uwetrborrztas®rdr 
dargestellt. 

Bei diesen Kurven ist < = 0, z = 0 ein Doppelpunkt und 2 = 0 eine Tangente 
selben. Mithin ist auch in den ursprünglichen Kurven der in der Richtung x = 0 
unendlich ferne Punkt ein Doppelpunkt und die unendlich ferne Gerade eine Tangente in d 
Da aber nur Inflexionstangenten ins Unendliche projiziert wurden, so können sich 
die durch Gleichung II und III dargestellt werden, nicht ergeben. Er 
Somit sind sämtliche Grundformen der Kurven dritter Ordnung, wie Nen t 

angegeben hatte, in der Gleichung ’ 
Yr—a2 Tr bar card 
enthalten. > 
Die Diskussion derselben liefert fünf Spezies, die von Newton als divergierende 
bezeichnet wurden. : 
Die rationalen darunter sind in Fig. 19, 20 und 21 (resp. 22, 23 und 24) geze 1 
Projiziert man die divergierenden Parabeln so, dass die Axen x und y in ihrer 
verharren und die unendlich ferne Gerade der Ebene auf die Gerade z = 0 fällt, so er 
die Gleichung: 
ye—=aatbae + ce + d >, 

welche a Kurven SEE ans se 


nn ER. 
Die Diskussion derselben Niefert ebenfalls fünf ne die Centralkurven 
Ordnung, deren Bedeutung für die Einteilung der Linien dieser Ordnung zuerst von, 


erkannt wurde. 
Rationale Centralkurven sind Fig. 9, 25 und 32. 


4. Die Projektionen der rationalen Kurven dritter Ordnung. 


Es giebt unter den divergierenden Parabeln drei, die zu den rationalen Kurven g 
Die eine (Fig. 19) besitzt einen Knotenpunkt, die zweite ne 20) eine a und 
(Fig. 21) einen isolierten Punkt. 


7 

Da bei der Projektion einer Kurve mit singulärem Punkte wieder ein singulärer Punkt 
derselben Art entsteht, so kann man jede rationale Kurve dritter Ordnung aus jeder anderen, die 
einen singulären Punkt derselben Art besitzt, durch Projektion finden. 

So bilden insbesondere die Figuren 1, 4, 5, 6, 9, 10, 12, 17, 21, 24, 28 und 36 eine 
Gruppe, bei der jede Spezies aus allen übrigen abgeleitet werden kann. 

Eine zweite Gruppe bilden die Figuren 2, 7, 13, 16, 18, 20, 23, 25, 29 und 35, und 
eine dritte umfasst die Spezies: 3, 8, 11, 14, 15, 19, 22, 26, 27, 30, 31, 32, 33, 34, 37 und 38. 

Die genauen Angaben, wie man durch Projektion jede Spezies der rationalen Kurven 
dritter Ordnung aus den divergierenden Parabeln erhält, findet man bei Salmon, höhere Plan- 
kurven, 1. Auflage, Art. 208 — 211. 

Man kann aber auch sämtliche Formen dieser Kurven aus Fig. 1, Fig. 2 (der Cissoide) 
und Fig. 3 (dem Folium Cartesii) durch Projektion finden. Da die genannten Spezies die Fuss- 
punktskurven der Parabel sind, so ist die Behauptung gerechtfertigt, dass alle rationalen Kurven 
dritter Ordnung als Projektionen der Fusspunktskurven der Parabel aufgefasst werden können. 

Auf sehr leichte Weise lässt sich der Verlauf der Projektionen dieser drei Kurven aus 
der Form der ursprünglichen angeben, und es soll daher an der Gruppe der Kurven mit Doppel- 
punkt gezeigt werden, wie jede aus dem Folium Cartesii erhalten werden kann. 

Die in der Ebene der Kurve liegende Gerade, welche ins Unendliche projiziert werden 
soll, werde mit z bezeichnet. 

Wird nun z parallel zu 0,0, gewählt und die Projektionsebene durch 0,0, gelegt, so 
ergiebt sich 

Fig. 11, wenn z die Schleife berührt, 
ee „» schneidet, 
»„ 30 5 „ links vom Doppelpunkt schneidet, 
„ 31 ,„  „ durch den Doppelpunkt geht. 


Wenn die Projektionsebene nicht durch 0,0, geht, aber zu dieser Geraden parallel ist, so 
entsteht Fig. 19, falls z auf 0,0, fällt. 
Ist z _!_ 0,0,, so entsteht 
Fig. 8, wenn z die Schleife nicht schneidet und 
Fig. 32, , , durch den Doppelpunkt geht. 
Die übrigen Spezies mit Doppelpunkt lassen sich aus Fig. 3 folgern, wenn z einen 
spitzen Winkel mit 0,0, bildet. 
Man erhält jedoch viel anschaulicher die fehlenden Formen, indem man Projektionen von 
Fig. 8 bildet, was gestattet ist, weil diese Spezies auch eine Fusspunktskurve der Parabel ist. 
Wird wiederum z || 0,0, gewählt und die Projektionsebene durch 0,0, gelegt, so ergiebt sich 
Fig. 14, wenn z die Schleife berührt, 
»„ 155 ,„  „ links von 0,0, berührt, 
„ 33 ,  „ die Schleife schneidet, 
» 34 .  „ links von 0,03 schneidet, 
TE H " durch den Doppelpunkt geht. 
Um Fig. 38 zu Erhalten muss z 1 0,0, durch den Doppelpunkt gelegt werden. 
Den Tridens (Fig. 26) erhält man aus Fig. 3 und 8, indem man eine Tangente des 
Doppelpunktes ins Unendliche projiziert. 
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